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线矢力各向同性分析与其在机构构型综合中的应用
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摘要: 鉴于线矢力与机构的承载能力密切相关,对线矢力的各向同性条件进行了研究,得到了线矢力满足各向同性

的一般条件,提出了一种事先考虑驱动副布置的冗余驱动移动三自由度并联机构构型综合方法。 该方法首先综合

与支链约束力螺旋和驱动力螺旋均互易的运动链;然后再构造与支链约束力螺旋互易而与驱动力螺旋不互易的驱

动副,从而得到了数种典型的满足驱动线矢力各向同性的冗余驱动三自由度移动并联机构构型;最后,对其中的一

种典型机构 4鄄PRRR 进行了分析,结果表明,该机构在运动过程中始终满足承载能力各向同性,验证了前述线矢力

各向同性分析与构型综合理论的正确性。
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Abstract: The carrying capacity of a mechanism is closely related to its line vector force. A thorough
isotropic analysis of line vector forces was presented. The results showed that the isotropic condition can
be satisfied when the line vector forces were evenly distributed on a conical surface with a cone鄄top angle
of 109郾 472毅. In addition, since few three degrees鄄of鄄freedom (DOFs) translational redundantly actuated
parallel manipulators were reported, by combining the isotropic line vector forces, a method for the type
synthesis of 3鄄DOF, redundantly actuated translational parallel mechanisms ( PMs) was proposed, in
which the arrangement of the active joints was taken into account in advance. Using this method, firstly a
kinematic chain with a twist system reciprocal to both the constraint and actuation wrenches was
constructed, and then the active joint reciprocal to the constraint wrenches but not to the actuation wrench
was constructed. Thus, a series of typical redundantly actuated PMs with isotropic actuation forces were
obtained. Finally, the 4鄄PRRR PM was analyzed as an example, and the results showed that the isotropy
of the load鄄carrying capacity can always be satisfied during its movement, because the condition of force
Jacobian matrix was always equal to one, which to some extent verified the correctness of the isotropic
analysis and the synthesis method proposed in this research. For this method, it not only satisfied the
expected requirements, but also meant that the active joints no longer needed to be selected, and the
rationality of the selection did not need to be considered, which provided a new method for the type
synthesis of parallel manipulators.
Key words: line vector force; isotropy; redundantly actuated; type synthesis; carrying capacity



0摇 引言

线矢力是指被约束在方向、位置固定的直线上

的矢量[1],它是力螺旋的一种特殊形式,在基于螺

旋理论的少自由度并联机构自由度分析[2 - 3]及构型

综合[4 - 6]中发挥了重要的作用,在六自由度并联机

构的奇异位形分析[7 - 9]及各向同性六自由度并联机

器人的设计[10]方面也有一定的应用。 除此之外,尚
无线矢力在并联机构其他方面的应用研究报道。 机

构的承载能力也直接与线矢力相关,如 3鄄PRRR 三

自由度移动并联机构[11] 3 条支撑分支输入运动副

对动平台施加的 3 个驱动线矢力(输入运动副所产

生的约束线矢力)之间的各向同性[12]决定了机构的

承载性能(P 为移动副,R 为转动副)。 因此,线矢力

的各向同性是其重要的性能指标。
然而,现有文献对线矢力各向同性的研究较少,

文献[10,13 - 15]研究如何布置各测量分支使得并

联机构六维力传感器达到力和力矩各向同性,该类

型传感器每个测量分支向测量平台施加一个沿着分

支轴线的约束线矢力,所以每个测量分支实际上相

当于一个线矢力。 除此之外,尚无其他对线矢力自

身各向同性性能进行分析的报道。 文献[16 - 18]对
三自由度移动并联机构的构型综合进行了研究,并
已得到了很多新构型。 但这些文献的对象均为非冗

余驱动三自由度移动并联机构,即输入运动副数目

等于自由度数,目前对有冗余驱动三自由度移动并

联机构尚未见报道。 然而,冗余驱动在承载能力的

提高方面[19 - 21]起到了至关重要的作用,如国内外几

种典型的大型农业机械[22 - 23] 均采用冗余驱动并联

机构以有效地提高其承载能力,所以冗余驱动三自

由度移动并联机构具有良好的应用前景。
此外,现有文献综合三自由度移动并联机构时

并未考虑机构的承载性能,即不考虑由各输入运动

副引起的驱动线矢力之间的几何关系。 因此,本文

结合线矢力的各向同性分析,对冗余驱动三自由度

移动并联机构进行构型综合时,先考虑各驱动线矢

力的几何关系,以得到承载能力各向同性的冗余驱

动三自由度移动并联机构。

1摇 线矢力各向同性分析

本文分析仅当线矢力相交于一点的情况。 在交

点处建立一个参考坐标系 OXYZ,设相交于一点的 n
条线矢力在该坐标系的 Pl俟cker 坐标为

$ 1 = (a1,b1,c1,0,0,0) T

$ 2 = (a2,b2,c2,0,0,0) T
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式中摇 (ai,bi,ci) T———第 i 条线矢力的方向矢量

一般情况下,为满足各向同性,各线矢力在空间

应呈对称分布,则可设 n 条线矢力均匀分布在一锥

面上,如图 1 所示。 n 条线矢力的 Pl俟cker 坐标可写

为

$ 1 = (sin兹,0,cos兹)T

$ 2 = (sin兹cos琢,sin兹sin琢,cos兹)T

摇 摇 摇 摇 摇 左
$ n = (sin兹cos((n -1)琢),sin兹sin((n -1)琢),cos兹)
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其中 琢 = 2仔 / n
式中摇 兹———线矢力所在锥面的锥顶角的一半

琢———各相邻线矢力在水平面投影的夹角

由于各线矢力均通过坐标原点,线矩始终为零,
故将其省略。

图 1摇 线矢力在空间上的分布

Fig. 1摇 Spatial distribution of line vector forces
摇

将各线矢力的 Pl俟cker 坐标写成矩阵形式
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(3)
为了使各线矢力满足各向同性,则矩阵 M 的条

件数应等于 1,即矩阵 M 的最大奇异值和最小奇异

值的比值为 1。 由矩阵分析理论可知,矩阵 M 的奇

异值恰好等于 MMT 矩阵特征值的开方,MMT 可表

示为
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摇

摇 MMT =
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摇 摇 经分析可知,该矩阵前(n - 3)个特征值为零,
故要求 MMT 矩阵的最后 3 个特征值相同,结合

MMT 特征矩阵的行列式,可以求得使 MMT 矩阵满

足最后 3 个特征值相同时锥顶角的一半 兹 为

54郾 736毅。 比如,当线矢力数目为 4 时,即 n = 4,则
琢 = 仔 / 4,故 4 个线矢力组成的矩阵为

M =

$ T
1

$ T
2

$ T
3

$ T

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

4

=

sin兹 0 cos兹
sin兹cos琢 sin兹sin琢 cos兹

sin兹cos(2琢) sin兹sin(2琢) cos兹
sin兹cos(3琢) sin兹sin(3琢) cos

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú兹

=

0郾 816 5 0 0郾 577 3
0 0郾 816 5 0郾 577 3

- 0郾 816 5 0 0郾 577 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 - 0郾 816 5 0郾 577 3

(5)

此时该矩阵 3 个奇异值均为 1郾 154 7,故 4 条线

矢力满足各向同性,如图 2 所示。

图 2摇 4 条线矢力满足各向同性时的分布

Fig. 2摇 Distribution of four isotropic line vector forces
摇

当线矢力分布在一平面内时,此时是空间情况

的一种特殊情形,即当圆锥顶点在底面时,则圆锥上

均匀分布的线矢力处于一平面内,此时它们也满足

各向同性条件。 如空间线矢力数目为 4 时,投影到

平面恰好为分布在两条坐标轴上的 4 条线矢力,显
然满足各向同性条件。

2摇 冗余驱动三自由度移动并联机构构型综合

2郾 1摇 基于螺旋理论的约束综合法基础

根据反螺旋理论[1] 可知,支链末端施加给动平

台的结构约束力螺旋,与该支链的所有运动副的运

动螺旋互易。 机构末端约束力螺旋系为所有支链结

构约束力螺旋组成的螺旋系,摇该约束力螺旋系决定

机构的自由度。 由文献[4 - 6,24]可知,并联机构

型综合过程为首先根据机构要求的末端运动螺旋系

求出其末端约束力螺旋系,然后构造支链约束力螺

旋系,求出支链运动螺旋系构造支链机械结构,最后

配置这些支链机械结构形成符合要求的并联机构。
2郾 2摇 基于螺旋理论的约束综合法冗余驱动三自由

度移动并联机构构型综合

关于少自由度并联机构构型综合的研究,一般

情况下当得到并联机构构型后,需添加驱动副,并判

断所添加驱动副是否合理[25 - 26]。 为了得到满足预

期承载能力要求的机构,本文先考虑驱动副的类型

与布置。 此时,就需要考虑各驱动副产生的驱动力

螺旋的几何关系,还需考虑驱动力螺旋与约束力螺

旋之间的关系。 驱动力螺旋是指支链的驱动运动副

施加给动平台的力螺旋,它与该支链中除驱动副外

其他所有运动副互易。
这里只构造冗余驱动数目为 1 的对称冗余驱动

三自由度移动并联机构,即驱动副数目为 4,4 个驱

动副对称分布在 4 条支链中。 则每个分支施加给动

平台的约束力螺旋可以是 1、2 或 3 个约束力偶,驱
动副施加给动平台的驱动力螺旋是一个线矢力,
这里将结合前面得到的线矢力各向同性条件使 4
条支链施加给动平台的 4 个驱动线矢力达到各向

同性,即构造各向同性冗余驱动三自由度移动并

联机构。
首先根据支链施加动平台的约束力偶和驱动线

矢力构造支链除驱动副外的其他运动副组成的运动

链,该运动链的运动螺旋系与分支约束力偶和驱动

线矢力均互易;然后构造与约束力偶互易且与驱动

线矢力不互易的驱动副。
(1) 当每个分支施加给动平台的约束力螺旋为

1 个约束力偶时,能提供 1 个约束力偶和 1 个线矢

力的典型运动链为 RPU、RRU 支链,其中 RPU 支链

P 副轴线与 R 副轴线垂直且 U 副靠近 P 副的轴线

与 R 副平行,如表 1 所示(下文出现的典型支链均

如表 1 所示),RRU 支链两 R 副轴线和 U 副靠近 R
副轴线相互平行。 对应于 RPU 和 RRU 支链,构造

运动螺旋与该支链提供的约束力偶互易而与线矢力

不互易的驱动副,该驱动副可以是轴线与 R 副轴线

平行的 P 副,也可是轴线与 U 副靠近动平台轴线平

行的 R 副,所以可得出同时满足分支约束力偶和驱

动线矢力要求的分支运动链,分别为 PRPU、PRRU、
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RRPU、RRRU 支链(运动副下方带下划线表示驱动

副)。
可以判断上述支链在运动过程中,驱动线矢力

始终过 U 副中心且平行于非驱动 R 副轴线。 因此,

只需布置相同的 4 条支链使得它们的非驱动 R 副

轴线呈如图 2 所示线矢力的分布,即可得到各向同

性冗余驱动三自由度移动并联机构,如4鄄PRRU和 4鄄
RRPU 机构,如图 3a、3b 所示。

表 1摇 满足支链约束力偶和驱动线矢力要求的典型运动链

Tab. 1摇 Typical kinematic chains satisfied expected requirement of constraint couples and actuation force

图3摇 典型各向同性冗余驱动三自由度移动并联机构构型(1)
Fig. 3摇 Typical isotropic redundantly actuated 3鄄DOF

translational parallel mechanisms(1)
摇

摇 摇 (2) 当每个分支施加给动平台的约束力螺旋为

2 个约束力偶时,能提供 2 个约束力偶和 1 个线矢

力的典型运动链为 RPR 和 RRR 支链,其中 RPR 支

链 2 个 R 副轴线平行且与 P 副轴线垂直,RRR 支链

3 个 R 轴线均平行。 同理,对应于 RPR 和 RRR 支

链,构造运动螺旋与该支链提供的两个约束力偶互

易而与 1 个线矢力不互易的驱动副,该驱动副可以

是轴线与 R 副轴线平行的 P 副,也可是轴线与 R 副

轴线垂直的 R 副,由此可得同时满足分支约束力偶

和驱动线矢力要求的分支运动链,分别为 PRPR、
PRRR、RRPR、RRRR 支链。 这些支链在运动过程

中,驱动线矢力方向也不会发生改变。 根据图 2 线

矢力的分布,配置相同的 4 条支链可以得到另一类

各向同性冗余驱动三自由度移动并联机构,如

4鄄PRRR、4鄄RRPR 机构,如图 4a、4b 所示。
(3)当每个分支施加给动平台的约束力螺旋为

3 个约束力偶时,能提供 3 个约束力偶和 1 个线矢

图4摇 典型各向同性冗余驱动三自由度移动并联机构构型(2)
Fig. 4摇 Typical isotropic redundantly actuated 3鄄DOF

translational parallel mechanisms(2)
摇

力的典型运动链为 PP 支链,该支链 2 个 P 副轴线垂

直。 对应于 PP 支链,运动螺旋与该支链提供的 3 个

约束力偶互易而与 1 个线矢力不互易的驱动副可以

是轴线与 2 个 P 副轴线均垂直的另 1 个 P 副,由此

可得要求的分支运动链,为 PPP 链。 该支链在运动

过程中,驱动线矢力的方向显然不会发生改变。 根

据图 2 线矢力的分布,配置 4 条 PPP 支链可得

4鄄PPP 各向同性冗余驱动三自由度移动并联机构。

3摇 冗余驱动三自由度移动并联机构承载能

力分析

摇 摇 以一种上述综合得到的机构为例,选择4鄄PRRR

机构,对各向同性冗余驱动三自由度移动并联机构

进行位置与承载能力分析。
4鄄PRRR 机构的结构简图如图 5 所示,该机构 4

个驱动 P 副轴线均匀分布在锥顶角 2兹 为 2 伊
54郾 736毅 = 109郾 472毅的锥面上,与动平台连接的 4 个
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铰链点 b1、b2、b3和 b4,均匀分布在原点为 O、半径为

r 的圆周上。 在锥顶建立参考坐标系 VXYZ,X 轴和

Y 轴分布在相邻两条支链中间,则各支链驱动 P 副

轴线在该坐标下可表示为

[r1 r2 r3 r4] =
sin兹cos(仔 / 4) sin兹cos(3仔 / 4) sin兹cos(5仔 / 4) sin兹cos(7仔 / 4)
sin兹sin(仔 / 4) sin兹sin(3仔 / 4) sin兹sin(5仔 / 4) sin兹sin(7仔 / 4)

cos兹 cos兹 cos兹 cos

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú兹

(6)

图 5摇 4鄄PRRR 机构的结构简图

Fig. 5摇 Structural diagram of 4鄄PRRR PM
摇

设动平台中心 O 在参考坐标系 VXYZ 坐标为

(x,y,z) T,各支与动平台连接点 bi ( i = 1,2,3,4)在
参考坐标系 VXYZ 下坐标分别为

0b1 = (x + 2r / 2, y + 2r / 2, z)
T

0b2 = (x - 2r / 2, y + 2r / 2, z)
T

0b3 = (x - 2r / 2, y - 2r / 2, z)
T

0b4 = (x + 2r / 2, y - 2r / 2, z)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï T

(7)

设各支链与定平台的连接点为 ai,由于支链自

身的结构约束,可知 ai与 bi坐标在各自支链移动副

轴线 ri上的投影相等,则可得到 ai坐标在 ri上的投

影值为

a1,r1 = 3(x + y + z) / 3 + 6r / 3

a2,r2 = 3( - x + y + z) / 3 + 6r / 3

a3,r3 = 3( - x - y + z) / 3 + 6r / 3

a4,r4 = 3(x - y + z) / 3 + 6r /

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 3

(8)

令各支链驱动 P 副的输入为 qi,则可得

q1 = a1,r1 - a0 = 3(x + y + z) / 3 + 6r / 3 - a0

q2 = a2,r2 - a0 = 3( - x + y + z) / 3 + 6r / 3 - a0

q3 = a3,r3 - a0 = 3( - x - y + z) / 3 + 6r / 3 - a0

q4 = a4,r4 - a0 = 3(x - y + z) / 3 + 6r / 3 - a

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

0

(9)
式中摇 a0———初始位置各支链连接定平台的铰链点

沿 P 副轴线的位移

对式(9)两边求时间的导数,可得输入速度与

动平台速度之间的关系为

[ q·1 q·2 q·3 q·4] T = J
x·

y·

z

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú·

=

3 / 3 3 / 3 3 / 3

- 3 / 3 3 / 3 3 / 3

- 3 / 3 - 3 / 3 3 / 3

3 / 3 - 3 / 3 3 /

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú3

x·

y·

z

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú·

(10)

式中摇 J———将动平台速度映射到输入速度的速度

雅可比矩阵

由虚功原理[27] 可得外力与各支链驱动力之间

的关系为

F = JT[子1 子2 子3 子4] T (11)
式中摇 F———外力

子i———支链 i 提供的驱动力

通过计算可得,矩阵 JT 的条件数总是等于 1,
这表明 4鄄PRRR PM 总是处于各向同性的配置中。
在此基础上,计算 3 个主方向的承载能力,验证承载

能力的各向同性。
假设各驱动副的承载能力极限值均为 子max,则

可求得该机构在 X、Y 和 Z 主方向的承载能力极限

值均为 2郾 309 4子max
[28],而且 JT 是一个常数阵,表明

该机构在运动过程中始终是满足承载能力各向同性

的。 由此表明,在构型综合时考虑了驱动线矢力的

各向同性,综合得到的机构也是满足承载能力各向

同性的。 因此,也一定程度上验证了关于线矢力各

向同性的分析以及对冗余驱动三自由度移动并联机

构的综合理论是正确的。

4摇 线矢力各向同性在其他并联机构构型综

合的应用分析

摇 摇 由于三自由度纯移动并联机构动平台不发生姿

态的改变,所以各驱动线矢力能够保持方向不变且交

于一点。 然而,对于非纯移动并联机构,如 3鄄UPS S
三自由度转动并联机构,3 条驱动线矢力方向随着

动平台姿态的改变而改变,所以只能综合出瞬时驱动

线矢力各向同性的并联机构;对于 6鄄UPS 六自由度并

联机构也是同样道理,只能综合得到瞬时驱动线矢力

各向同性的机构。 当然,也可以综合出瞬时各项同性

的 n鄄UPS S(n >3)和 m鄄UPS(m >3)瞬时各项同性的

冗余驱动并联机构。 具体综合过程这里不再详述。

5摇 结论

(1)对线矢力各向同性的条件进行了深入分

析,得出当线矢力均匀分布在锥顶角为 109郾 472毅的
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锥面上时,恒满足各向同性条件。
(2)先考虑 4 条支链驱动副产生的驱动线矢力

的布置,即使其满足各向同性,得到了数种典型的各

向同性冗余驱动三自由度移动并联机构,这些并联

机构的力雅可比矩阵为常数阵,机构运动过程中在

各个主方向的承载能力一致。
(3)提出的构型综合方法先考虑了驱动副的布

置,不但可使机构满足给定的任务要求,而且不必再选

择机构的输入运动副,更不涉及输入运动副选择合理

性的判断,为并联机构构型综合提供了一种新的尝试。
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